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Аннотация. В настоящей статье рассматривается двухточечная краевая задача для одно-
го нелинейного функционально-дифференциального уравнения дробного порядка со сла-
бой нелинейностью на отрезке [0, 1] с нулевыми условиями Дирихле на границе. Краевая
задача сводится к эквивалентному интегральному уравнения в пространстве непрерывных
функций. С помощью специальных топологических средств (использующих геометриче-
ские свойства конусов в пространстве непрерывных функций, утверждения о неподвиж-
ных точках монотонных и вогнутых операторов) доказано существование единственно-
го положительного решения рассматриваемой задачи. Приведен пример, иллюстрирую-
щий выполнение достаточных условий, обеспечивающую однозначную разрешимость по-
ставленной задачи. Полученные результаты являются продолжением исследований автора
(см. [Итоги науки и техн. Сер. Соврем. мат. и ее прил. Темат. обз., 2021, т. 194, с. 3–7]), по-
священных вопросам существования и единственности положительных решений краевых
задач для нелинейных функционально-дифференциальных уравнений.
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Abstract. In this article, we consider a two-point boundary value problem for a nonlinear
functional differential equation of fractional order with weak nonlinearity on the interval [0, 1]

with zero Dirichlet conditions on the boundary. The boundary value problem is reduced to an
equivalent integral equation in the space of continuous functions. Using special topological tools
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the problem under consideration is proved. An example is given that illustrates the fulfillment of
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Введение

Вопросам исследования разрешимости краевых задач для нелинейных дробно-диффе-
ренциальных уравнений посвящено достаточно большое число работ. Отметим близкие
по тематике данному исследованию работы [1–14], в которых рассмотрены вопросы су-
ществования положительных решений, их свойства, асимптотики и т. д., причем есте-
ственным инструментом исследования являются методы функционального анализа, ос-
нованные на использовании техники нелинейного анализа (теоремы о неподвижной точ-
ке, теорема Лере–Шаудера и др.). Однако работ, посвященных непосредственно вопро-
сам существования единственного положительного решения краевой задачи для нелиней-
ного функционально-дифференциального уравнения дробного порядка, мало. Из цити-
рованных выше исследований условия единственности предложены только в статье [2].
В настоящей работе предпринята попытка устранить данный пробел. На основе мето-
дов функционального анализа с помощью специальных топологических средств доказы-
вается существование единственного положительного решения краевой задачи для одного
нелинейного функционально–дифференциального уравнения дробного порядка со слабой
нелинейностью. Ранее в статье [15] автором были получены достаточные условия разреши-
мости уравнений с сильной нелинейностью при аналогичных краевых условиях. Получен-
ные здесь результаты дополняют результаты исследований автора, посвященных данной
тематике.

1. Постановка задачи и основные результаты

Обозначим через C — пространство C[0, 1], через Lp ( 1 < p < ∞ ) — пространство
Lp(0, 1) и через W2 — пространство вещественных функций, определенных на [0, 1], с
абсолютно непрерывной производной.

Рассмотрим краевую задачу

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x(0) = 0, x(1) = 0, (1.2)

где α ∈ (1, 2] —действительное число, Dα
0+ —дробная производная Римана–Лиувилля,

T : C → Lp (1 < p < ∞) —линейный положительный непрерывный оператор, функция
f(t, u) неотрицательна на [0, 1] × [0,∞), монотонно возрастает по второму аргументу,
удовлетворяет условию Каратеодори и f(·, 0) ≡ 0.

О п р е д е л е н и е 1.1. Под положительным решением задачи (1.1),(1.2) будем по-
нимать функцию x ∈ W2 положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую на ука-
занном интервале уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1.1),(1.2) интегральное уравнение

x(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1, (1.3)

где G(t, s) — функция Грина оператора −Dα
0+x(t) с краевыми условиями (1.2):

G(t, s) =


(t(1− s))α−1 − (t− s)α−1

Γ(α)
, если 0 ≤ s ≤ t,

(t(1− s))α−1

Γ(α)
, если t ≤ s ≤ 1.
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Предположим, что функция f(t, u) удовлетворяет условию

f(t, u) ≤ a(t) + bup/q,

где b > 0, a(t) ∈ Lq, q ∈ (1,∞). Это условие обеспечивает действие оператора Немыцкого
N : Lp → Lq, определяемого соотношением (Ny)(t) = f(t, y(t)) для каждого y(t) ∈ Lp.

В операторной форме уравнение (1.3) можно переписать в виде

x = GNTx,

где G : Lq → C, (Gu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)u(s) ds — оператор Грина. Обозначим A = GNT.

Этот оператор определяется равенством

(Ax)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций, монотонен, вполне
непрерывен [16, c. 161] и оставляет инвариантным нормальный конус K̃ неотрицатель-
ных функций пространства C, удовлетворяющих граничным условиям (1.2).

Теорема 1.1. Предположим, что существуют такие неотрицательные функции
υ, ω ∈W2, что справедливы соотношения

υ ≤ ω, υ(0) = 0 ≤ ω(0), υ(1) = 0 ≤ ω(1)

и почти всюду на [0, 1] выполнены условия

−Dα
0+υ(t) ≤ f (t, (Tυ) (t)) , −Dα

0+ω(t) ≥ f (t, (Tω) (t)) .

Тогда краевая задача (1.1), (1.2) имеет по крайней мере одно положительное решение на
конусном отрезке 〈υ, ω〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как несложно убедиться, из соотношений

−Dα
0+υ(t) ≤ f (t, (Tυ) (t)) , υ(0) = 0, υ(1) ≤ 0,

следует, что Aυ ≥ υ. Неравенство Aω ≤ ω получается аналогичным образом.
Тогда, поскольку конус K̃ нормален [17, c. 21] и оператор A, как было выше отмечено,

вполне непрерывен, на основании теоремы [17, c. 129] можно заключить, что на 〈υ, ω〉
существует по крайней мере одна неподвижная точка оператора A. Последнее в свою
очередь равносильно существованию по меньшей мере одного положительного решения
краевой задачи (1.1), (1.2).

Теорема 1.2. Предположим, что при u > 0 и любом τ ∈ (0, 1)

f(t, τu) > τf(t, u) (t ∈ (0, 1)). (1.4)

Тогда при выполнении условий теоремы 1.1 краевая задача (1.1), (1.2) имеет единствен-
ное положительное решение на конусном отрезке 〈υ, ω〉.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1.1 краевая задача (1.1), (1.2) имеет поло-
жительное решение на конусном отрезке 〈υ, ω〉. Докажем единственность этого решения.

Вначале покажем, что оператор Грина G обладает следующим свойством: существует
такая ненулевая функция u0 ∈ K̃, что для каждой ненулевой неотрицательной функции
u ∈ Lq можно указать такие числа ς1, ς2, что выполнены неравенства

ς1u0 ≤ Gu ≤ ς2u0 (1.5)

(подобные операторы называют u0 -положительными, см. [17, c. 59]). Для любой ненуле-
вой неотрицательной функции u ∈ Lq можно указать множество Ω1 ⊂ [0, 1] такое, что
u(t) ≥ µ > 0, t ∈ Ω1. В силу соответствующих свойств [?, c. 498] функции Грина рассмат-
риваемой задачи, получим

(Gu)(t) =

1∫
0

G(t, s)u(s) ds ≥
∫
Ω1

γ(s)G(s, s) ds · µ · ϕ(t) (t ∈ [0, 1]),

где γ(t) — положительная непрерывная функция, ϕ(t) = min(t, 1− t).

С другой стороны, поскольку G(t, s) ≤ ϕα−1(t)

Γ(α)
, имеем

(Gu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)u(s) ds ≤ ϕα−1(t)

Γ(α)
‖u‖Lq ≤

‖u‖Lq

Γ(α)
· ϕ(t) (t ∈ [0, 1]).

Из полученных неравенств следуют соотношения (1.5) с u0(t) ≡ ϕ(t), т. е. оператор G

является u0 -положительным.
Несложно видеть, что u0 -положительность оператора G обеспечивает u0 -положи-

тельность оператору A.

С учетом (1.4) имеем∫ 1

0

G(t, s)
[
f(t, τ (Tx) (s))− τf(t, (Tx) (s))

]
ds ≥ β1u0(t) (t ∈ [0, 1]),

где β1 > 0. В то же время∫ 1

0

G(t, s)f(t, (Tx) (s)) ds ≤ β2u0(t) (t ∈ [0, 1]).

Поэтому∫ 1

0

G(t, s)f(t, τ (Tx) (s)) ds ≥ τ

(
1 +

β1

β2τ

)∫ 1

0

G(t, s)f(t, (Tx) (s)) ds (t ∈ [0, 1]).

Полученное неравенство совпадает с условием u0 -вогнутости оператора A

(см. [17, c. 197]), что позволяет воспользоваться теоремой 6.3 из [17, c. 200]. Согласно этой
теореме оператор A не может иметь в конусе K̃ две различные неподвижные точки.
Следовательно, краевая задача (1.1), (1.2) имеет на конусном отрезке 〈υ, ω〉 единственное
решение.



134 Г.Э. Абдурагимов

П р и м е р 1.1. Рассмотрим краевую задачу

D
3/2
0+ x(t) +

4 · 30,1

π
t

(∫ 1

0

x(s) ds

)0,1

= 0, 0 < t < 1, (1.6)

x(0) = 0, x(1) = 0. (1.7)

Выбрав

υ(t) = 0, ω(t) = 1− t2, t ∈ [0, 1],

нетрудно проверить выполнение условий вышеприведенных теорем. Таким образом, мож-
но утверждать, что краевая задача (1.6), (1.7) в пределах указанных выше границ конус-
ного отрезка имеет единственное положительное решение.

Заметим, что точным положительным решением задачи (1.6), (1.7) является функция
x(t) =

√
t− t2.
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